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Probleme de Bernoulli

Probléeme de Bernoulli "standard”

» (0, x1, ..., Xy) coordonnées cartésiennes, N > 2.
» Qo C Q régulier, borné, convexe.
» O ={Qouvert,Qy C 90}.

Probléme surdéterminé

On cherche Q2 € O et u: Q — IR solutions de

~Au = 0 dansQ\ Qo,
u = 1 sur 09,
(B) u =20 surl := 09,
IVul = ¢ surl:=0Q

I est la frontiere libre.
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Probleme de Bernoulli avec contrainte géométrique

» (0, x1, ..., Xy) coordonnées cartésiennes, N > 2.
» RY = {RN: xy > 0}

» K régulier, borné, convexe, K C {x; = 0}

» O ={Q c RY ouvert, K ¢ 00}

Probléeme surdéterminé

On cherche Q2 € O et u: Q — R solutions de

—Au = 0 dans Q,
u = 1 sur K,
(B): u =20 sur 00\ K,
Vul = 1 surl:=(9Q\K)nRY

I est la frontiére libre.
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Probleme de Bernoulli

Probleme a frontiére libre
(F): Trouver Q € O tel que (B) ait une solution.

Applications

» dynamique des fluides
» electroformage
» plasticité
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Existence et unicité

Théoréeme (Lindgren-Privat)
» Il existe une unique solution au probléme a frontiere libre
(B) avec 09 de classe C>+* pour tout0 < a < 1.

» La frontiere libre (002 \ K) rencontre la frontiere fixe (K)
tangentiellement.

» La solution a des lignes de niveaux convexes.
» L:=(0Q\ K)Nn{xy =0} est non-vide.

Interprétation: Le domaine Q cherche a se rapprocher d’un
disque autant que possible = L non vide.
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Existence et unicité: Apercu de la preuve

» Méthode de Beurling: Probleme de Dirichlet

—Aup =0 dans Q,
up=1 surkK,
up=0 suroQ\K.

» (O est la classe des domaines 2 réguliers, bornés et
convexes de RN avec K ¢ Q. On définit

liminf_|Vup(y)| > 1,vx € 92 N RY
y—Xx yeQ

)

A = {QGOS }
B = {QEOS: limsup |VuD(y)|§1,VXGOQﬁIRfL’} .
y—x yeQ

» On montre que AN B # ()
= il existe un domaine Q2 tel que |Vup| =1 surT.



Propriétés géométriques

Symmeétrie

Théoreme

Si K est symmetrique par rapport a (Oxy), alors le domaine
solution de (F) est symmétrique par rapport a (Oxy).

Preuve: Soit (2%, u*) la solution optimale. Soit Q le symmétrisé
de Steiner de Q par rapport a I'hyperplan x, = 0

Q' = {x’ € R such that there exists xp with (X, xo) € Q*}
Q(x') = {x2 € Rsuch that (X', x2) € Q}, x' € @'

1 1
Q= {x = (X', x2) tel que — §|Q(x’)\ < Xo < §|Q(x’)|,x’ € Q’} ,

U :x € Q — sup{c such that x € @},

Inégalité de Polya :>/ V() Rl g/ IV (x)2dx
Q Q*
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Monotonie pour l'inclusion

» a>0etK;={0} x[-a,a.
» Soit (F5) le probléme (F) avec K; au lieu de K
> Qa, Uy solutions de (Fj)

Théoréme
Soit0 < a< b, alors Q4 C Q.

Preuve:
> Qr={x€Qa:tx € Qa} et tpjn:=inf{t > 1,0 C Qp}.
» On suppose Q4 ¢ Qp, cela implique ty, > 1.
> On définit uy,, : x € Q¢ — Ua(tminX).
» Grace au lemme de Hopf on obtient la contradiction

1= [Vup(y)| = [V Uty (¥)| = tmin > 1,
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Comportement asymptotique

On utilise les propriétés géométriques pour obtenir le
comportement asymptotique quand a — oco.

» S=]0,1[xR et R(a) =]0,1[x] — a,a[Cc S
> ug(x)=1—x1,xe S

» Sil,:= 00, C R(a) alors la courbe ';N R(a) est le graphe
d’une fonction xo — 15(x2) de classe C>* sur [—a, 4.

Théoréme
Le domaine Q4 converge vers S,i.e. pour toutb > 0, on a

a — 1, uniformément sur [—b, b], quand a — +oo.

On a aussi la convergence

us — ug in H'(R(b)) quanda— .
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Comportement asymptotique: Preuve

» On introduit va(xq) := ua(xq,0) et (ma,0) :=TzN (R x {0})

—VZ(x1) = Ha(x1,0)V4(x1) <0 pour xy €]0, mg],
Va(0) = 1, va(my) = 0, vi(my) = —1.

:»va(x1)§1—%etma§1:>§2ac8
» Monotonie de a— Q5 = mj croissant et my — my, < 1.

> Ta(a— x2) < Ya(Xe) < My, Ya >0, Vxz € [—b, b].
= liMg—s 400 Ya(X2) = Moo, VX2 € [—b, b]

> Uy — Uy in H'(Rs(D)), Reo(b) =]0, myo[x] — b, b]
= My, — 1 avec la fonction test appropriée.
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Traitement numérique: problémes

» La preuve de I'existence et unicité ne fournit pas
d’algorithme pour construire le domaine.

» [:=0Q\ K est la frontiere libre.
> L:=(0Q\ K)N{xy =0} est également a déterminer.

» Linterface entre L et I est difficile a déterminer
numériquement.
= En fonction du modele, des singularités peuvent
apparaitre dans I'e.d.p.
= Pénalisation de I'e.d.p.
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Traitement numérique: méthodes

Modélisation

» Approche "Optimisation de forme* : Haslinger & al.
= pénalisation de I'une des deux conditions au bord.
= minimisation d’'une fonctionnelle de forme

» Approche "point fixe et levelset”: Bouchon & al.

Méthodes numériques (en optimisation de forme)
» Méthode levelset
» Paramétrisation
» Autres ...
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Sensibilité par rapport au domaine

» Comment obtenir les conditions d’optimalité du premier et
second ordre?

» On a besoin d’'un espace vectoriel normé pour définir une
notion de différentiabilité.

» Perturbation de l'identité: soit J : O — R et © est un
espace vectoriel normé. On définit I'application
0 — J(0) = J((I + 6)())

avecd: RN — RN, g co.
» Murat, Simon: Calculer la dérivée de Fréchet de 6 — J(6) .
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Dérivée de forme: semi-derivée Eulérienne

X: coord. Lagrangiennes
x(t, X): coord. Eulériennes

Y NN ax(t.X) = V(tx(tX)
u \ % x(0,X) = X
\ Q, },
\ A Ti(V)(X) = x(1, X)
N Q¢ = T:(V)(Q): domaine
- J(£2¢): dérivée de forme
domaine Q;

aJ(Q, V) = lim_o L2
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Différentiabilité

J(Q2) est différentiable par rapport a la forme si la semi-derivée
Eulérienne dJ(2, V) existe pour toutes les directions V et
I'application V — dJ(Q, V) est linéaire.

Théoréeme de structure (Hadamard-Zolésio)
Si Q est suffisament régulier, il existe VJ on T tel que

dJ(Q, V) = (VJ, V)r,

ou vp(x) = V(0, x) - n(x). La dualité (-, -)r peut s’écrire dans le
cas favorable
dJ(Q, V) = / VJvpar.
r

On pourra choisir v, = —VJ dans une méthode numérique.
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Un exemple de dérivée de forme

Soit z5 une fonction cible dans H'(R),

@) =5 [ (@)~ 20

Ici y(R2) est la solution d’'un probleme de Dirichlet

—Ay(Q2) = f dans Q,
y(Q)=0surT.

Sokolowski, Zolésio: La dérivée de forme y'(Q; V) de y(Q) est
solution de

—Ay'(Q; V) =0dans Q,
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Un example de dérivée de forme

La dérivée de forme de J(Q) est

(/@))% V)+ 5 [ (/@) -2 V(0). My

(V) = /

Q

On introduit I'état adjoint p(2)

—Ap(Q) = y(Q) — z4 dans Q,
p(2) =0surT.

Il s’ensuit

(V) =~ | Ap@y'(@:V)+ 5 [(/9) ~ 2 V(0). Mo
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Un example de dérivée de forme

Finalement en utilisant la formule de Green et comme y'(Q; V)
est harmonique, on obtient

dJ(Q: V) = /r g(V(0), nhew

avec

9(x) = =Vy(Q)(x) - Vp(Q)(x) + %(Y(Q)(X) — zg(x))? sur T
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Conditions nécessaires d’optimalité

Soit une fonctionnelle de forme générale

5(Q) = /Q Fi(x, (9, V()

avec Fi(x, y, q) suffisamment régulier en y et g. Si y(Q) et
y'(Q; V) e WSP(Q),0us>3/2,1 < p< o0,

an@v) = [ %T(x,y(ﬂ),w(m)y'(ﬂ; V)
+ [ VaFilxy(@), 9y@) - vy v))

+ / Fi(x,y(), Vy(Q))(V(0), n)
-



Sensibilité par rapport au domaine

Conditions nécessaires d’optimalité

De méme avec

(@) = /r Fa(x, ¥(9), V()

dn( V) = [ 2 y(@), TY@)Z(T V)
+ [ VaFalx,y(9). VH(@) - V(9 V)
+ [(FaFalx. v (), Ty(2). DY(R) - g V(0). 1)
+ [ HOOFa(x. (@), VY@)(V(0). )

ou z(F) = y(Q)|r et Z'(T, V) = y'(Q, V) + 9y (Q2)(V(0), ).



Pénalisation

Retour au probleme de Bernoulli

Approche optimisation de forme: on pénalise 'une des deux
conditions aux bord

-Au = 0 in Q,
u = 1 on K,
(P): u = 0 on 00\ K,
Vul = 1 onTl:=(02\K)nRY

Pénalisation de la condition de Dirichlet

J(Q) = /r R dr.




Pénalisation

Retour au probleme de Bernoulli

Approche optimisation de forme: on pénalise 'une des deux
conditions aux bord

-Au = 0 in Q,
u = 1 on K,
(P): u =0 on 00\ K,
Vul = 1 onl:=(0Q\K)NnRY

Pénalisation de la condition de Neumann

J(Q) = /(|wy _1)2ar.

JI
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Pénalisation de la condition de Neumann

On considere le probléeme de Dirichlet

—Aup=0 inQ,
up=1 onKk,
up=0 onoQ\K.

On résoud le probleme d’optimisation de forme

(Bp) : minimiser Jp(Q2)
D7 avec Qeo,

avec la fonctionnelle

Jp(Q) = /r (Opup + 1) dr.
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Pénalisation de la condition de Dirichlet

On considere le probleme Dirichlet-Neumann

—Auy =0 inQ,
uy=1 onkK,
uy=0 onlL,

Opuy =—1 onT,

On résoud le probleme d’optimisation de forme

(Bx) - minimiser Jn(Q)
NJ- avec Qeo,

avec la fonctionnelle
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Intégrale sur le domaine

Numériquement, il est plus stable de minimiser une intégrale
sur le domaine plutét qu’une intégrale sur la frontiére

(Bow) minimiser Jpn(Q2)
DNV avec Qeo,

avec la fonctionnelle

Jon(2) = /Q(UD — up)?dx
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Problemes liés a la contrainte

» Pour Bernoulli standard, (Bpy) est excellent.
» Dans notre cas, uy a une singularité au voisinage de LNT.

Soit {Ay,As} := LNT, et (r;,6;) avec pour origine A;, alors
uy = c(A)v/r;cos(6;/2) + up,

ou c(A)) est le "stress intensity factor”.

» Les singularités rendent le calcul numérique peu précis
pres des points {Aq, A}
= déformations non-régulieres du domaine

» Les points {Aq, Ao} sont "libres”.
= dérivée de forme des "stress intensity factors” c(A;)
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Pénalisation de I'e.d.p.

» Soite > 0, ¥. € C(R™,R™) decroissant, ¢ > 0, . a
support compact [0, 5.], - — 0quand ¢ — 0 et

1:(0) - 0o quande — 0,
:(xy) -0 quande — 0, Vx;>0.

» Un exemple simple avec g > 0
Ye(x1) = e T(max(1 — e 9xy,0)) 1k,

» Le choix de v. dépend de la forme du domaine.
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Pénalisation de I'e.d.p.

On considere donc le probléme de Robin

—Aug., = 0 dans Q,

(Re): uge = 1 sur K,
Onlpe +V-(X1)Up: = —1  suroQ\ K.

Proposition

Soit Q un domaine ouvert borné. Il existe une solution unique a
(R:). On a la convergence

Ur. — Uy dans H'(Q) quande — 0.




Pénalisation

Pénalisation de I'e.d.p.

On remplace donc Jpy par

J(Q) = /Q (Un. — up)?dx,

Théoréme
On a la convergence

lim inf J.(Q) = inf J(Q) = 0.
e—0Q€e0 QeO

» inf{J.(Q),Q € O} n’a pas nécessairement de solution
» existence d’'un minimiseur Q* pour ce probleme?

» compacité de {Q}}.>o pour une topologie adéquate?
= théoreme de type "Sverak” pour Robin?
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Dérivée de forme

Pour garantir la contrainte géométrique, V doit vérifier

Vix)=0 vVxeK, et V(x)-n(x)<0 Vxel

Théoréme

La dérivée de forme dJ.(2; V) de J. dans la direction V est

al.(Q; V) = /(VPD -VUup+ Vpr-VUR: + prH
r
+ (up — uR,E)2> V.n,

4= / (VpD -Vup —Vpg- VUE’,E) V.n,
L

ou 'H est la courbure moyenne de T .




Pénalisation

Dérivée de forme

Les états adjoints sont

—App =2(up — ug,) dansQ,
pp =0 suroQ,

—App =2(up — Ug,) dans Q,
pr=0 surlLUK,
Onpr =0 sur'l.
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Implémentation

Deux possibilités peuvent étre considérées:

1) Méthode levelset 2) Paramétrisation
» changements de » changements de
topologie possibles topologie impossibles
» implémentation difficile » implémentation facile
» défaut de régularité du » régularité du domaine

domaine
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Paramétrisation

» courbes de Bezier de degré m € IN*
» m+ 1 points de contrdle: & = (14, &24), k=0,...,m
» la paramétrisation de I vérifie

X(8) = (x1(8), X2(8)) = > _ Bem(S)ék, s €[0,1]

k=0

ou
Bi.m(s) = CKsk(1 — s)™ kK,

et CK sont les coefficients binomiaux.
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Paramétrisation

> tangente 7(s) = x/(s)/|x'(s)| avec X'(s) = S-io By (8)ék-
» Comme n(s) - 7(s) = 0 on obtient avec gk = (52,,(, —&1k)-
> ko Bl m(S)Eic
> k0B By (3)@%

normale: n(s) =

» La courbure H(s) est
7(s) = H(s)n(s), H(s)=T7'(s)- n(s).
» On obtient

T(O) — é-D B 60

ép — ol

fm - §m—1
|€m - fm—1 | '

(1) =
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Algorithme

» P: projection sur 'ensemble des contraintes, a: pas
I4+1 / /
0 = plel) + acel)
» contrainte géométrique: x1(s) >0, Vs e [0,1].
» on impose la contrainte plus forte

§&1x>0, Vke{l,. m}
» tangente a I'axe {x; = 0} aux extrémités de I'
0=81=8&m1=8&m=0
» mise a jour
&) = max (&) + aaef’}, 0).
521+1) 52 kTt O‘dgz,kv
dégy = déy)y = 0,d&5), | = d&s), =0
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Algorithme

Lien entre le champ de perturbations V et le pas d¢,
X(S Z Bk m dfk

Ainsi, avec une dérivée de forme donnée par

AL(Q V) = [ Vd(x)V(x) - n(x)dr(x)
Q

d
m
dic- / VU.(x(8))Bem($)n()|x'(5) s,
k=0
une direction de descente possible est

dé = — / V. (X(8))Bim(S)N(S) X'(5)| ds.
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Algorithme

» Recherche linéaire: décroissance suffisante de J.:
o« u / 1) /
I+1 (+

Il s’agit de trouver le plus petit entier a (le plus petit
possible étant a = 0) tel que a = un? (n < 1).
» Critere d’arrét:

168D — D) < 7l _ )

ou 7, est défini par I'utilisateur.
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Figure: Solutions up (haut gauche), ug . (haut droite), pp (bas
gauche), pg (bas droite) dans le domaine optimal.
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Résultats numériques

A A
| e g oS

Figure: up — ur. dans le domaine optimal (gauche), residu J,
(droite).

Figure: T final (rouge), I initial (bleu), points de contrble (vert).
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Remarques et perspectives

» Optimisation de forme avec contraintes: Amstutz (2010)
» Méthode sans pénalisation de I'e.d.p.

» Autres types de contraintes: Q ¢ D borné.

» Applications.



Merci pour votre attention!
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